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LIMITES DE FIBRE´S VECTORIELS
DANS MQ3(0, 2, 0)
Nicolas PERRIN
Introduction
Soit Q3 la quadrique lisse de dimension 3 de P
4. Dans [OS], G. Ottaviani et M. Szurek
de´crivent l’ouvert U de l’espace des modules MQ3(0, 2, 0) forme´ des fibre´s vectoriels de rang 2 et
de classes de Chern (0, 2, 0). Dans cette note, nous de´crivons l’adhe´rence U de U dans l’espace
MP3(0, 2, 0). Nous montrons que le bord est forme´ de deux composantes irre´ductibles et qu’elles
ve´rifient les “conditions au bord” e´nonce´es dans [P]. Plus pre´cise´ment, nous montrons le
THE´ORE`ME 1. — La varie´te´ U est isomorphe a` PP4(Λ
2Ωˇ1
P4
) (de projection pi vers P4). Soient
∂U1 le ferme´ pi
−1(Q3) et ∂U2 ⊂ PP4(Λ
2Ωˇ1
P4
) le fibre´ en quadriques naturel au dessus de P4. Les
ferme´s ∂U1 et ∂U2 forment les composantes irre´ductibles du bord de U.
Si E est un faisceau ge´ne´ral de ∂U1, alors on a la suite exacte :
0 −→ E −→ O2Q3 −→ OC(1) −→ 0
ou` C est une conique lisse de Q3. Si E est un faisceau ge´ne´ral de ∂U2, alors on a la suite
exacte :
0 −→ E −→ E′′ −→ OP −→ 0
ou` P est un point de Q3 et E
′′est re´flexif.
Notons V l’espace vectoriel H0OP4(1). Si P est un point de P
4 nous noterons P4\{P}
p
−→ P3
la projection et P4 \ {P}
i
−→ P4 l’immersion ouverte. Notons K le faisceau ΩP4(1) ⊠ OP4(−1)
sur P4 × P4. On a la re´solution suivante de la diagonale ∆ (voir [OSS]) :
0 −→ Λ4Kˇ −→ Λ3Kˇ −→ Λ2Kˇ −→ Kˇ −→ OP4×P4 −→ O∆ −→ 0
On peut de´finir le fibre´ G sur P4 × P4 (muni de p1 et p2) par la suite exacte :
0 −→ G −→ Ω1P4(1)⊠OP4 −→ OP4 ⊠OP4(1) −→ O∆(1) −→ 0
Au dessus du point P ∈ P4, le faisceau G|
p−1
1
(P ) s’identifie au faisceau i∗p
∗Ω1
P3
(1). Le faisceau
p1∗(HomOX (OP4 ⊠OP4(−1),G)) s’identifie a` Λ
2(Ω1
P4
(1)).
Notons alors X = PP4(Λ
2Ωˇ1
P4
). Sur X × P4 (nous notons encore p1 et p2 les projections), on
peut de´finir le faisceau sans torsion E suivant :
0 −→ OX ⊠OP4(−1) −→ G −→ E −→ 0
Nous noterons (P, s) les points de X ou` P ∈ P4 et s ∈ H0G(1)|p−1
1
(P ).
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FAIT 2. — On a un isomorphisme E|
p−1
1
(P,s) = i∗p
∗N ou` N ∈MP3(0, 1, 0).
Le faisceau N est soit localement libre (instanton de degre´ 1) soit donne´ par le noyau de la
fle`che de droite dans la suite exacte
0 −→ OP3(−1) −→ Ω
1
P3(1) −→ O
2
P3 −→ OLs(1) −→ 0
ou` Ls est une droite de P
3. Dans ce cas on a
0 −→ E|
p−1
1
(P,s) −→ O
2
P4 −→ OHs(1) −→ OP −→ 0
ou` Hs est le plan contenant P se projettant sur Ls. Les classes de Chern de ces faisceaux sont
constantes, la famille E est donc plate au dessus de X. Le faisceau E ⊗ OX×Q3 est encore sans
torsion et plat au dessus de X. Ses classes de Chern sont (0, 2, 0). Il de´finit donc un morphisme
f : X −→MQ3(0, 2, 0)
qui est birationnel sur U (X \ (X1 ∪ X2) s’envoie bijectivement sur U, cf. [OS]). Nous allons
maintenant calculer la restriction de E|
p−1
1
(P,s) a` la quadrique Q3 pour les points de X1 ∪X2.
PROPOSITION 3. — Le morphisme f est un isomorphisme sur U.
De´monstration : Il suffit de ve´rifier qu’il est injectif sur X1 ∪X2, c’est a` dire que le faisceau
permet de retrouver le point (P, s). Nous noterons E le faisceau (E|X×Q3)|p−1
1
(P,s)
Si (P, s) ∈ X1 \ (X1 ∩X2), alors on a la suite exacte :
0 −→ E −→ O2Q3 −→ OHs∩Q3(1) −→ 0.
La courbe Hs ∩Q3 est une conique, c’est le lieu singulier du faisceau. Elle permet de retrouver
le plan Hs. Les deux sections de OHs∩Q3(1) de´finissent le point P (c’est le lieu d’annulation de
O2Hs −→ OHs(1)). La projection de Hs par P de´finit alors la droite Ls qui permet de retrouver
la section s.
Si (P, s) ∈ X2, alors la restriction a` p
−1
1 (P, s)∩Q3 de la suite exacte de de´finition de G donne
la suite exacte
0 −→ G|
p−1
1
(P,s)∩Q3
−→ H0OP3(1)⊗OQ3 −→ IP,P4 ⊗OQ3 −→ 0.
Cependant le faisceau IP,P4⊗OQ3 est une extension de IP,Q3 par OP . Ainsi on a la suite exacte :
0 −→ G|
p−1
1
(P,s)∩Q3
−→ G|′′
p−1
1
(P,s)∩Q3
−→ OP −→ 0
ou` le faisceau G|′′
p−1
1
(P,s)∩Q3
est re´flexif. Nous en de´duisons la suite exacte
o −→ E −→ E′′ −→ OP −→ 0
ou` E′′ est re´flexif singulier au point P . Le point P est le point singulier de E. Le faisceau i∗E
est un fibre´ vectoriel sur Q3 \ {P}. Le faisceau p∗i
∗E est le faisceau N ∈ MP3(0, 1, 0) (tel que
E|p−1
1
(P,s) = i∗p
∗N), il de´termine la section s.
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Remarquons que si (P, s) ∈ X1 ∩X2, alors E est donne´ par la suite exacte
o −→ E −→ OQ3 ⊕ IC,Q3 −→ OP −→ 0
ou` C ⊂ Q3 est une conique contenant le point P .
Remarque 4. — Si on note P4
P4
= P4 × P4 et P3
P4
= PP4(Ω
1
P4
), on a alors une projection et une
immersion universelles
p : P4P4 \∆ −→ P
3
P4 et i : P
4
P4 \∆ −→ P
4
P4 .
Notons j l’immersion de Q3 dans P
4. Nous avons montre´ que le morphisme :
MP3
P4
(0, 1, 0)
i∗p
∗
−→MP4(0, 1, 0)
j∗
−→MQ3(0, 2, 0)
est un isomorphisme.
Remarque 5. — Il est ici facile de construire des de´formations explicites, on peut alors montrer
qu’un e´le´ment ge´ne´ral du bord est limite “re´duite” de fibre´s vectoriels (au sens de [P]). Les
limites ci-dessus ve´rifient les re´sultats de [P] :
Sur X1 \ (X1 ∩X2), le faisceau est localement libre en dehors d’un lieu de dimension pure
e´gale a` 1. Il ve´rifie la condition du the´ore`me 0.1 : le faisceau OC(1) ⊗ OC(−
3
2) est une the´ta-
caracte´ristique (le faisceau OC(−
3
2) est une racine de ωQ3 |C). Les conditions des the´ore`mes 0.3
et 0.4 sont vides.
Sur X2 \ (X1 ∩X2), le faisceau est singulier un point. De plus on a la compose´e
Hom(E′′,OP ) −→ Hom(G|
′′
p−1
1
(P,s)∩Q3
,OP ) −→ Ext
1(IP,Q3 ,OP ) = Ext
2(OP ,OP )
et l’image de la surjection de E′′ dans OP (de´finissant E) est l’e´le´ment de Ext
1(IP,Q3 ,OP ) de´fini
par le faisceau IP,P4 ⊗OQ3 . Cet e´le´ment est nul, c’est la condition du the´ore`me 0.3.
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